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擬定常および局所定常不規則外乱による
構造物系の非定常自乗平均値応答
竹 内 弘
Nonstationary Mean-Square Response of Structural Systems to 
Quasi-Stationary and Locally Stationary Random Excitation 
Y oshihiro T AKEUCHI 
(Received Apr. 15， 1975) 
A method of evaluating the mean-square response of time-variant and time-
invariant structural systems subjected to earthquake disturbance is presented， 
by making use of the input-output relations on the base of quasi-stationary and 
locally statlOnary stochast1c process. Numerical results are given for the 
structural response of one mass system with respect t:> two kinds of the actual 
earthquake accelerograms. It is shown that the application of quasi-stationary 
process to earthquake disturbance reveals c10se agreement with the result by 
dynamic response analysis， but that locally stationary process contains the 
significant error on the estimation resu1t in the neighbourhood of the time 
domain t=O. 
1. まえがき
本論文は地震波入力を受ける質点系構造物の非定常
自乗平均値応答に関して，擬定常確率過程および局所
定常確率過程を適用し入出力過程に対する解析的表現
および数値計算結果に検討を加えたものであるO
一般に建築構造物に対する地震波入力を非定常確率
過程と見倣し，その構造物応答を確率統計的な評価を
基礎として論ずる場合，耐震安全性に関する最も基礎
的な設計規準量として考えられるものは出力自乗平均
値応答である口ここでは現実の地震波入力の特性より
想定される振巾エネルギーレベル包絡線およびスベク
骨建設工学科
トル密度を持つ非定常不規則入力を対象とし，擬定常
確率過程および局所定常確率過程による非定常入出力
の共分散関数およびスベクトル密度の解析的表現を，
変数係数を持つ質点系構造物モデルについて論じ，次
いでそれ等の結果を用いて非定常入力による定数係数
系構造物モデ、ルの非定常自乗平均値応答の評価を，定
常入力による変数係数系構造物モデルの問題に変換し
実測地震波記録より求められた記録波形の振巾エネル
ギー包絡線およびスベクトル密度を多項式表現により
simulateして，出力応答量の評価に関する一般式お
よびこれを用いた数値解析結果を示した。
238 
2. 擬定常確率過程および局所定常確率過程
現実に耐震設計を行う場合の地震波入力の特性の設
定に関して，最も直接的かつ具体的な情報を与えるも
のは実測された地震波記録群であることは当然である
が，これ等の実測記録に対して確率過程論を適用する
場合は，基本的に非定常確率過程に属する実測地震波
記録群において，個々の実測記録を一つの sample
function として解析することが必要となる~この
場合，耐震設計上で特に問題となる中程度以上すなわ
ち中震より激震に至る実測波形記録を問題とすればそ
の数は少なく， なかでも現在の時点で例えば発震機
構，震源深さ，震央距離，波動伝播経路に対して同ー
の確率母集団に属すると考えて確率統計的な処理を施
し得る実測記録の数は極めて少なし、。従って現実に確
率過程としての取扱いにより設計上の基礎資料となる
べき確率統計量を評価するには一般には多くの困難な
問題があるといえる。
以上の観点より，実測地震波記録を一つの sample
functionとして地震波入力群の確率統計量の評価を
行おうとする場合，既に述べた如く実測資料の少ない
現時点においては空間方向の ensemble特性を何等
かの形で時系列方向の ensemble特性へ置換するこ
とが必要となるoその意味から物理的意味において地
震波入力の波形関数を確定関数と random関数の積
とする擬定常確率過程および局所定常確率過程の表現
は， random 関数にエノレゴード性を仮定することに
より時系列方向に関する処理を可能にすることからも
現実に則しているといえる。この場合，エルゴード性
の仮定に対する検討は現時点の実測資料のみからでは
不可能で先験的に与えられているものとせざるを得な
いが，出力応答に対する確率統計量の評価は地震波入
力の継続時間を基準とした有限時間区間内で、行われ，
入力外乱における取扱いと同様時系列方向の ensem-
bleにより評価されることを考慮すれば，時系列の平
均的性質を検討する点に関してはエルゴード性の仮定
は妥当性を持つものと考えられる口〆
擬定常確率過程の地震波入力に対する具体的応用は
V. V. Bolotin2) によってなされたが，基本的には地
震波入力 x(t) を次式の如く振巾包絡線をあらわす
deterministic process a(t) と stationary
process z(t)との積の形で表現する。
x(t)=α(t)z(t) 
α(t)二三o 三二Td } .・H ・.(1)
=0 t>Td } 
この形により波形関数を取扱う場合は α(t) に対し
て物理的意味が明確である点， および z(t)に対し
て通常の定常確率過程の手法が適用できる点で有利で
あるD
これに対し局所定常確率過程は地震波入力 x(t)の
時刻 t1，ちにおける共分散関数 RX(tl，ら〉に対し
て変数変換 τ=ら-t1， tニ(t2十tl)/2により時刻 tお
よびずれ時間 T に関する変数分離形とするものであ
る口
RX(tl， t2) =Rx(t， ，) =I'(t)R'(.) ・H ・..白)
従って上式の物理的意味は x(t)が有限パワーを持
つ場合において，エネルギーレベルの時間変動をあら
わす確定関数 I'(t)とスベクトル特性をあらわす単位
のパワーを持つ共分散関数 R'(，)が分離して現われ
ているとするもので，基本的には(1)式の表現とは異
るo唯地震波入力を取扱う場合， (1)式において α(t)
は通常 z(t)に対して slowlyvaryingな関数であ
り，tの変域 Tのそれに比して可成り大であることを
考慮すれば E[æ2(t)J~ I'(t) (E; expectation)と考
えることにより両者はほぼ同様の物理的意味を持つこ
とになるO 白)式を用いる場合一般にその解析的取扱い
が簡単となる場合が多いが，出力共分散の評価におい
て次章以下に述べる如く可成りの誤差を生ずる場合が
ある。
3. 入出力非定常共分散およびスペクトル密度
時間に関する変数係数を持つ 1自由度系に対し，そ
の非定常入出力に関する共分散関数およびスベクトル
密度による表現を時間領域 t，'において検討を加え
る口
一般に実数値変数 tの時間領域で定義された実数
値関数の非定常入力過程を x(t)， 出力過程を y(めと
しそれぞれの時間 t1，らに関する共分散関数を Rx
(tl， t2)， Ry(tl， t2) とすれば 1自由度系の伝達特性
g(t， t)に対する入出力関係式がそれぞれの共分散関
数を用いて次式のように表現できる3)。
Ry(tl， t2)=f~f~d(尚g((1， tl)g( (2， t2)Rx(tlーとh t2 -(2) 
= f~l=f乙dζ尚g(tl-(h 山(t2-(2， t品 (ζh (2) 
RX(tl， t2) = E[X(tl)X(t2)]， Ry(tlJ t2) =E[y(tl)y(t2) J 
-・・・・・・・但)
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(3)式に対し次の変数変換により時間領域 t1，t2をt，T に変換すれば(5)式となる。
t=(t2十t1)/2，r=t2-t1， η=((2十ζ1)/2，さ=(2-Cl 
んCt，中J~J~信仰a， η;'r，仇(r-~， t-η) 1 
=f:J:JSM(T-s， t-m 仏(~， η) J 
-・・・・ (4)
、 ー ??
Ry(tーテ， t+÷〉4u〈r，t) 
M-f，η+す〉引き， η〉
h(r-~， t-η;r， t) =g(r-~;r， t)g(t-η;r， t) 
?? 。?
ここで(5)式に対してに tに関する二重フーリェ変換を行えば，非定常入力を受ける変数係数系の伝達関数に
関する入出力の二次元スベクトル密度が次の如く表現できるo (以下jは虚数単位を示す〉
語反(λ gω)=J~ooJ 二ω 
盃仇がJ:J:d的吾(/， g)e-j2rcC!r哨) j 
Sy(/，か j二f二d/，ωx(/'，g前 1'， g';1 -/" g-g') 
Rx(r， t)=E[や-+)x(t++)J
ぎSx(/，バ以ωλ か E[X杓(令f一→す引?計)X*ψ(f+-~)泊J
X沢(1わ)=J二伽
面耐/'に，gピιω，1γ;げfん，g幻)= J~ooJ二drd厄(げ1'， ピかι;汁川T乃， 似げ明 i 
亙(/" ピι山;げ川Tむ， 併J~J~ d~向川五(仔害ι， η引;r巧， 似:ぺEげ['什卯 j 
??
-・・・・ (8)
-・・・・(9)
-・・・・・・・・(瑚
従って(7)式の共分散関数において r=Oと置くことにより(8)式を用いて出力過程の分散が次のように表現され
るo
盃(r，川 .=0=E[y2(t)J= J~<>oJ二dlω官(1 ， g)e-j2rrQt 1 
I …但)
=J二f二j二f二dldgd/，dgも(/'， g')H(/" ピ;I-/'，円 ')e-j2.7gt J 
また入力過程が定常過程で、ある場合は入力スベクトル密度 Sx(/， g)に対して次式が成立し， (8)式の表現は
次のようになるo
Sx(/，ω=Sx(/)o(g)， Sx(f) = J二ωx(f，g) 
ゐ (/， かJ~ooJ二川
=J 了二∞d 向 f'勺〉声凧而亙面耐(げ/" 0;1 一1'， gω) f 
-・・・・0司
-・・・・・・・伯)
さらに(7)式における二次元スベクトル密度に対し次の如く fに関する一次元スベクトル密度を定義すること
も可能である。
豆(f，t) = J二川(r，のej2.7jτ=J二dgS(f，g)e-j叩 i
R(r，が f二dfs(f，t)e-j2rfr -・・・・・・・・(弘)
この表現を用いれば(8)式，側式および(担)式に対して次式となる O
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sy(1げf人，tの)=Jに二Wπfrτに二f二d仰
=J 二df'J~ o<o∞ ω x(げ/" 悦似(げ1'，t 一η ;1 -1'， t) . .(15) 
百(/'， η;1，t) = J二drJ~ d~hC~， η ; 1"， t)ej2tr(fle+!け制
ん仇 t)I r=O =E[戸(日f二dlsy(/，t) 間
ここで但)式および(閉式の分散に対する二次元および一次元スベクトル密度の表現に関して，物理的には(日)式の
む (/， g)は e-j21(1tの項の存在のために振動数領域におけるエネルギ一分布の形式とはなって居らず，制式に
おけるSy(/， t)は形式的には時刻tにおけるパワースベクトル密度の表現で、はあるがその共分散の表現から明
らかなように物理量として明確でなし、。また J.S.Bendatによって指摘された如く 4)出力過程に対して豆(λ t)
の表現が必ずしも正の実数値を示すとは限らず一般的にはパワースベクトル密度とは成り得なし、。
以上の変数係数系の伝達関数についての関係式に対し定数係数系の場合は以下の諸式が成立する。
前1'，g';I， g)=H(!" gザ二J~o<o dr似山) i 
=H(/'， g')o(f)o(g) 
従って(8)式は
ゐ(/， g)= J二f二dl'dgiSx(/'，g帰/"仰(1-If)o(g-gつ{
=H(/， g)Sx(/， g) 
なお上式は次の表現と同等である。
E[Y(Iー す)Yや+す)J=C(Iーす)ロ(/+す)E[x(!ーす)x市+す)J
また胸式以下の一次元スベクトル密度に関しては次式となる。
百(f'，η;1，t)=百(/'， η)o(/)
sy(/， t)= J二dl'J~ o<odηSx(!'，η〉百(/'， tー が(/-1つ)
= J~目付x(/ ， η〉百(1 ， tーの j 
fi(/'，η) = J~ d~h(乙めが!'e
-・佃)
.••• ••• "U9) 
-・・・・f20)
-・帥
-・・倒
以上，変数係数系および定数係数系の伝達関数における非定常入出力共分散およびスベクトル密度の関係式の
表現を求めたが，これ等の諸式に関して擬定常入力および、局所定常入力を設定した場合をそれぞれについて以下
に述べる O
i) 擬定常確率過程
共分散関数および二次元スベクトル密度については(1)式を用いれば次式となるD
Rx(r，市 E[a(t-+ )a( t++ )z(t-+ )z(t++)J 1 
=I(r，明刈 I(r，t)=α(t-斗α(t+~ì¥2 )¥2ノ l
Sx(λ g) = J~o<oJ~o<o 州内のR仰 j2tr(fr+gt)
S官(/， g)に対しては(8)式より
ゐ(/， か f二f二djtdgIJj(/'， g';1 -1'， g-gザ二dρ仰 )T(/'ーρ，ピ〉
Sz(ρ)= J二州市川2trp
Aω=J二似t)e-j2trP
-・僻
-・締
-・・~6)
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また一次元スベクトル密度ゐ(f，t)に対しては次式が成立する。
三([心
fCf，が f二d..I(-r，似 πfr
側式および倒式の定数係数系の場合に対しては
ゐ(f，ω=J二dが z(ρ〉亙(f，g)Rfー ρ，g) 
?
?
? ?
?
?
、?、 、 ， ?? ? ，? ???、 、?、 ー ，? ?? ????、????
?』
?
『
?
?? ?? ?，
?
? ?? ?? ? ?????? 。『??
-・・・・・・側
-・倒
=J二dPJ二dg'H(f，g')r(け g… -・・・・・・・・(2~
i) 局所定常確率過程
(2)式より
Lω=J二dtl'(t)e叫 I(位。
5川
-・・・・・・・・倒
sx(f， か f 二d. 附 R町fぺ(..)ejl!πげ小""=I'(t)似 / 
出力過程に対する二次元およひび、一次元スベクトル密度は以下の通りでで、ある口
主Lω官〆μ(げf，が f二f二df'dg'S'(f')Lω亙(f'， g'; f -f'， パ')
sy(f ， かf二dflJ~ <>od7JS'(f')百(/'， tー η;f-/" t) 
また定数係数系の場合は下式となるo
S百(f，g) =S'(f)L(g)H(f， g) 
=S'(f 
吉b官仏がS'(f)J~閣d向η 附百fI(f人， tー η)
4. エネルギー包絡線およびスベクトル密度
地震波入力は実測地震波記録に見られる如く通常数
十秒より数分の継続時聞を持ち，その波形包絡線は初
期徴動部分，主要動部分，終期徴動部分に対応して時
間と共に比較的ゆるやかに変動する波形関数を持つ非
定常不規則外乱であり，その非定常性を基本的に性格
づける確率統計的物理量として考えられるものは一つ
は時間に関する地震波入力のエネルギーレベルの変動
であり，他の一つはこのエネルギーに含まれるスベク
トル分布の変化である九 ここでは擬定常確率過程お
よび局所定常確率過程を実測地動加速度記録に適用
し，まずエネルギー包絡線を波形の自乗平均値より求
め，それにより波形を定常化した上で、定常確率過程に
よりスベクトル密度を評価した。以下に評価法および
解析結果について論ずる。
-・・・側
?????
?
?
???•• •• •  •  ??
????
• • • • • • • • ?
-・・・・(34)
なお，解析に使用した地震記録は TOKACHI-OKI 
加速度記録(1968)およびELCENTRO加速度記録
(1940)の水平動二成分 (NS方向およびEW方向〉
であるO
i) エネルギー包絡線
エネルギー包絡線の評価は地震波入力の局所的な自
乗平均値の変動を二種類の重み関数により各時刻tの
付近における時間平均として求め，時系列方向に連続
的に継続時間内を移動することにより行った。
地震波入力 x(t)に対し重み関数を β(t)とすれば
時刻 tの局所自乗平均値 B(t)は
(t)= ~2 r™トt 刈〉β(t- J.)dJ. 
2TM J -TM十t
.・・・・・・・邸)
実測地震波記録をノミノレス列近似 Fj，(j =l，，-，N)で表
現する場合には上式は次式となるo
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!i. _ (' TM十ν
(ν)= Ljaν，jτ三 I_:": : .X2()I-p)β(p)dP F1 -，. 2T M J -TM十V
TM;重み関数の時間巾，M;TM区間のステップ数，
N;波形全ステッブ数.Td;継続時間.K;継続時間分割個数
ここでは重み関数として短形および三
角形関数を採用した。 TMは短形の場合
はTd/5.三角形の場合は Td/5，Td/10 1.0 
の二通りとした。 (36)式による計算結果を
Fig.lおよび Fig.2に示す。
またこれ等の計算結果に対しフーリェ
級数による関数近似を行った。これは図
中の実線(三角形，T d/5)に対し 50項
のフーリェ余弦関数展開により近似し，
その係数に関して値の大きい方から順次
20項までを取りそれによって近似した
が，結果は極めて良好な近似が得られ
た。 Table1にフーリェ級数展開におけ
る5項の係数の値を示した口
i) スベクトル密度
Table 1に求められたエネルギー包絡
線の関数近似結果を用い地震波入力の波
形関数を定常化した上で，従来の手法に
より自己相関関数およびその数値フーリ
ェ変換ースベクトノレ密度を計算したへ
計算結果を Fig.3および Fig.4に実線
にて示す。解析結果に見られる如く地震
波入力のスベクトルは解析対象とする振
動数領域内で複数個の卓越周期成分を有
するパターンを示すが，これを出力応答
評価に用いるためには何等かの関数近似
が必要であるO 一般にこれ等の図形を解
析関数によって近似的に表現する場合に
は有理多項式によってあらわすか，ある
=か，j(JJ33F内 (ν-k)l
j=1 \~1四十 lI lk=-M+ ν J 
TM=M.JT=Td/K 
-・・・・(制
TOKACHI OKI NS 一一一--TD/5 (triongulor ) 
_.一一ー TD/IO(
...一一.TD/5(rectongulor) 
100 sec 
1.0 TOKACHI OKI EW ーーーー-TD/5 (triangular) 
同・一ーー TD/iOC
-一一一・ TD/5(rectanguior) 
100 sec 
Fig. 1 Energy envelope function of TOKACHI-OKI 
accelerogram 
1.0 EL CENTRO NS 一ー一一五15(trla ngular) 
一ー一一 TD/IO(
一一一--TD/5(rectangular) 
間 ....... 
20 
? ? ?
1.0 
sec 
Fig. 2 Energy envelope function of EL CENTRO 
accelerogram 
Table 1 Coefficients of Fourier series approximation 
TOKACHI-OKI…o配叫) 0.1813 (ω。〉 -0.1311 (ω5) -0.1311 (ω6) -0.0937 (ω'4) 
EW i 0.1643 (ω1) -0.1336 (ω。〉 0.1229 (ω。〉 -0.1086 (ω'5) 0.0827 (ω12) 
EL CENTRO NS 0.2253 (ω。〉 0.2296 (ω1) 0.1308 (ω2) -0.1074 (ω9) -0.0904 (ω8) 
EW 0'.3566 (ω。〉 0.1851 (ω1) -0.1373 (ω9) 0.1171 (ω6) -0.0886 (ω14) 
〈ωi=2ili/Td，;=0， 1， 2・H ・H ・.)
いは初等関数の級数和の表現が考えられるが，地震波
入力の如き振動数領域で比較的変化の大きな図形に対
しては有理多項式の表現は，一般に良好な近似結果を
得るには可成り高次の有理関数を使用する必要があ
M 
R(τ) = ~rie-çi I TI COS2JI'I7iT' 
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り，近似結果の関数の取扱いが面倒である場合が多
い。ここでは評価されたスベクトル密度に対して次の
如く分母に関して二次の有理関数の有限個の和として
近似関数を考える。
???? ?
、』
???
? 』
?
『
? ? ?~_. r ~t ~i ーとnEi(f)
5(f) =~n { ('1~ c ，Ç"~."\2 I ..2 + ('1_ c _Ç"~.\2 '....2 ~= ~コ三".....1 / ド~..1 (2rf +ηi)2+げ (2rrf ー ηi)2十~i2 f自 Fi(f)
(M;近似項の項数〉
ここで係数 n，'I7i， ~i は例えば最小自乗法を用いて与えられたスベクトル密度に対して定めることができる
S(t) 
2.0 TOKACHIOKI NS 
一一一一 simulation
1.0 
O 1.0 2.0 3.0 
S(f} 
2.0 TOKACHIOKr EW 
一ー一一 simulation
1.0 
O 1.0 2.0 3.0 
S(O 
2.0 
1.0 4.0 (Hz) 2.0 3.0 
S(f) 
2.01 EL CENTRO EW 
一一一句 simulatlon
4.0 (Hz) 0 3.0 4.0 (Hz) 1.0 2.0 
Fig. 3 Quasi-stationary spectral density and Fig. 4 
simulation function， TOKACHI-OKI 
accelerogram， NS and EW component 
Quasi-stationary spectral density and 
simulation function， EL CENTRO 
accelerogram， NS and EW component 
Table 2 Coefficients of simulation of the spectral density function by use of 
meromorphic function 
3RO 1ト1一
唱鴨訊Ro 1ドO州一剖刊仲|卜1山|ド2川印刊|ト3…+十+.15日四判吋…臼4時恥2イヤやれlトド川MO叩山1100∞01トドいM川0.1川ω吋一臼m判叫3却刊沖010トO… 8剖判沖4イ+トO貯m刊3イ…|
( NS悶悶慰s鈴雰貯~I-OKI
1 
0.3却911… 5…|ド川2幻1日51ρ2.6川吋白4…51T巧Oi慨岱鰐号-心α侃∞Oω侃凶K悶E口11 0 い|卜川11.25は川お…
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が， 現実にはスベクトルのピーク位置およびその付近の図形巾より比較的精度よく別，~i が推定できる場合に
は，riに対してのみ最小自乗法を適用することになり数値計算は簡単となるo この場合の ηらむの評価は閉式
より明らかな如く質点系構造物の共振曲線が与えられた場合の国有周期および減衰比の評価と類似であり，比較
的簡単に良好な精度で得ることができる口
未定係数 n に対して最小自乗法を適用すれば，解析対象とするスベクトル密度を S(!)として次式となる O
(fu J:"'friEi(f)¥cr C¥ i2 fh〉=jfLiE(古び了)-S(f)Ydf 側
ここで(fu，fL)は鰍庁対象とする上下限振動数であり反f)がその聞の m個の点 fk(k=l， 2， …~ m)で
値を与えられているものとすれば n は次の連立一次方程式の解として定まるO
θJ(ri) _ 叩 {rJEiC!..k! Y +ヲ:rlEiC!..k! • ~.l!..k? ì-~( f，') ( EiÇ~k? )1= 1n¥ ;~>J，..:< ) .~rA一一一一・一十一一 ) S fk)\ ;:~JI7~< HO …・側)θyi ~k~l\ Fi(fk) I jキzヘFi(!k) Fjリk)) ¥Fi(! k)J J 
この手法による数値解析結果を Fig.3および Fig.4 図より近似結果はL、ずれの場合についても可成り良
の図中に点線で，またその数値パラメーターの評価を 好であり，近似項数を増加すればさらに好精度の近似
Table 2に示す。ここでは近似項数を5項として計算 が期待できる O
した。
5. 1質点茶構造物の非定常自乗平均値応答
非定常ランダム入力を受ける質点系構造物の自乗平
均値応答の評価法に関しては， T.K. Caugheyへ
J. B. Robert8)， R. L. Barnoski9i， T. Hassel-
man10)， R. E. Holmanll)等により論じられている
が，いずれも whitenoiseもしくは極めて単純なエ
ネルギー包絡線，スベクトル特性を持つ場合に関する
ものであり，前節で問題とした現実の地震波入力の持
g(t)=ιー刊明。tsinw'ot.S(t)
WO 
G(s)= 。 1
wo2+2hwos+s2 
(wo ;固有円振動数， h;減衰比，W1o=〆1-h2wo， S(t);ステップ関数，s=jw) 
以下に擬定常確率過程および局所定常確率過程のそれぞれの場合について述べる。
i) 擬定常確率過程
つ特性を対象とした場合の議論はない。
ここで、は既に述べた非定常入出力の共分散およびス
ベクトル密度の関係式を用いて，直接地震波入力を対
象とした場合の非定常自乗平均値応答の一般的な評価
式を定数係数を持つ 1質点系構造物に関して表現す
る12〉ol質点系構造物の伝達関数 G(s)および単位衝
撃関数以t)は次の通りである O
? ??? ?
、??
『
???????
(1)式の包絡線関数 α(t)の表現に関し， Table 1に示されたパラメーターを用いて次のように継続時間 (0，T d) 
内でフーリェ余弦級数展開によってあらわす。
? ? ?
?
?， 、 、???，???? ??
?
?
??
?
? ?、????、 、? -・・・・ (41)
(u(t) = s(t) -s(t-T d)， N;展開項数〉
ここで、は定数係数系に対する非定常入力を変数係数系に対する定常入力に変換して取扱うため， (日)式あるいは
制式の中における伝達特性H (f'， g'; f， g)が α (t)を含むことになり次式の表現となる。
H(f'， g'; f，か fごf二d.dtej2tr(.fr+fJt)Jo<>O Jo<>O d~似~，的I(.-~， t-似1r(f，， +g'~) ~ i ....…・(42)
=H(f + f'， g+g')r(f， g) 
上式中の関数 1(.，t)および T(f，g)は悌式および帥式に定義されたものである。
(日)式の共分散関数に対する定常入力の場合の表現は(13)式により次式となるO
E [y2(t)J = J二f二dfdge-j21ザ二df似 f')H(f'，0; f-f'， g) 
上式に(42)式を代入し，かつ Sx(f)=Sz(f)とすることにより
a ・・峨
E町C)'2州州(t)J= f二f二dlμdg山イ二dl似
=J 二dl'似 l'つ)パIJ二G(οO川)A(οA一イy灼仰)片川ej凶戸2川π叫A
幽式中のA(/)は倒式に定義された αa(tの)のフ一リエ変換であり位倒削1目)式に対して次式となるo
N_ 、A(/)=話αk~δ(2 71:1 ー砂)+ò(2πf十め〉+l( 1 + 1 )j k~2 .-L¥2πf-kp . 2，Tf+kρ / J 
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-・・・・・・・叫品
-・・・・・・・・(品)
また定常部 Sz(/)のスベクトル特性に対して(3別式を用いれば非定常自乗平均値応答の一般的な評価式制式は
結局次式となる。 (Reおよび 1mはそれぞれ実数部，虚数部を示す〉
M r-N 、 N N 、「
E均〔ケy2叩切(οωtの)J片=ヰ2沼
D1=~一-f _V/?(伺k，k丸，11ο~+_.v. / rκ(一hι二 hしιL一
2~i lF1*(k， ~i)F1(k， -εi) . F骨1(-k， ~i)F1( -k， -~i) 
T(k， -k， 11~+_" ， T(-k， k， 11~1 
F*1(-k， ~i)F1(k， -~i)' F*1(k， ~i)F1(-k， -~i)J 
D~ =-l:-f _ / _ FA2， _ )r(k， k， 12〉上T(k，-k， 1斗
Z-YoLF2( -k， -7Ji)F2( -k， 7Ji)l Fa(O， 0) I Fa( -k， -k) I 
十 F4(-k) fr(k， k， 12)，r(-k， k， 12)ll 
F2(k，一ηi)F2( -k， 1Ji) l Fa(O， 0)' Fa(k， k) J) 
3= -b-r~/ ， 1 &Jr(k， 1， 11〕十T(k，-1， 1斗+ / 1 _ Jr(-k， -~，-/1) 
2~ilF1(k， -~i)l F*1(1， ~i) . F1*(-I， ~i) f' F1(-k， ーら)1 F*1(ー 1，~i) 
+1:(-k， 1， 11Ll+ 1 _ J1(1， k， 11L+t(1， -k， 1~~ 
F1*(I， ~i) J' F1(1， -~i)l F1*(k， ~i) . F*l(-k， ~i)) 
+ _ / _ ， p(:-:~ -k， 11)，r(-1， k， 112n 
F1(ー 1，-~i) 1 F1*( -k， ~i) . F1*(k， ~i) JJ 
D<1 =-l:-r _ / _ F4(-k) ，!t(k， 1， 12〉上 T(k，1， 12~1 4-7引F2(-k， -r1i)F2( -k，ηi)lFa(-k，/)T"Fa(-k， ーのj
+ F4(k) fr(-k， -{， 12)-4-r(-k， 1， 1川
F2(k， ηーi)F2(k，7Ji) l Fs(k， -/) Faバ(k，1の) J 
+ F4正(一fの) (r(υf人，k， 12ρ〉よT(υ1，一k，1ρ 
F2(一l人， η7Jiο)F2〆(一f人，一η恥4心)1Faバ(一f人，k) . Fa(一l人，一k)J 
+ F4正(lη) fr(一f人，一k，12ρ〉上T(一l人，k， 1んzρ2l
F2(l， -rJi)F2(l， ηi) 1 Fa(l， -k) Fg(l， k) J 
伽， n，I)=山叩ー佐町j(l'ocos271:lo't叫んsin2r lo't)ej(2trf+mpn 10' l 
-j sin271: 1 o't( f +さι )ej山f+mp)t~
¥3χu芯r / 
+ 弔F判(ドμ附川(げ仇ωωfんN川lo'co〆山仰仇f匂切切C∞ωOωS2T釘lT叫「
(J"-.L mρ¥f +.Jnρ¥ 十(/+一一)(1 + ;?')sin22，T/o't ¥ 271: /¥2汀/
山内os2rrlo't+h/osin川 sin2lT!'ot(宅笠)}
(/1= j ~i+ηらん =jhlo+10'-mρ) 
F1(m， ~i)={ 102+~i2+2hlo~i-( l1i+ ':?~ ì2l+jf2(hlo+~i)( l1i+坐 )l¥271: / J . J l¥27l" }J 
F2(m， 7Ji) = l(1什恥+竺?Y+~iーが102~+j{2hl仏，+η汁学リ¥2;r / . ----. V J . J l ¥27l" / J 
Fs(m， n) ={ 102 (1+3h2)ー(l'o+Jm+n)ρil+A 4hf'l 1'0十η什 (m了ゆil
[¥27l" / J . J 1 ¥27l" / J 
F4(m) = {~i2+ηi2 -h2附(州 ~! y}+j {幼fい+~~)} 
-・・・・・・・・闘)
-・・・・・・・・削
-・・・・.(48)
-・・・・・・・・側
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また上の評価式に対して最も単純な(制式中の N=O. すなわち包絡線関数がステップ関数かつ SzC/)=So
( =constふすなわちwhitespectrumの場合に対しては次式となり T.K.Caugheyの表現と一致する。
(. __A_'....(.. 2h2 _'__~__r，.. h . .i E(戸(t)J A >-I'::~ ~ ，.11-e叫 fot{1 +一一一山2rrl'ot←二:..L.2sin4rrl'ot引4h C2nfo)8l 4 - V L 4 • c1ー が)----~-" V. • vl-h2-"'~- J U' J J -・・・・ (5日
i) 局所定常確率過程
地震波入力を局所定常確率過程として(2)式により取扱う場合は(叫式に対して倒式を代入することにより次の式
となる。
E[内山f二f二dldg面1，g)S'C/)L(g川 πgt 1 
〉 …・ (51)=J二J~oc dldη百(/， t-似 (f)I(η)
L(g)は例式に定義された関数である。例えば定常入力の場合に対しては L(g)=d(g) となり(51)式は次の周
知の公式に帰するo
E(戸(t)J=J二dlH(/，O)S'(f) = J二dllG(/) 125'(/) 倒
ここで擬定常入力の場合と同様，包絡娘関数 [I(t)に対しては1)式の形のフーリェ級数展開を採用すれば制式に
対応する次式が成立するo
N 
I'Ct)=~αkcoskptU(t) ?????• • • • • • • • ?
E[附 J=J二df'5'(/)員長抑制f一主)吋f+74)wtpt
-e叫 t{F仏 ，h， 1)+F2(/o， h， I)} ] 
f..T (e-4trj(f10+f)t e-4πj(Jfo + fJt ¥i F1(/o， h， 1) A 1"1 rl' r ， rl ， {2I m( 4/'0/(1 + 1'0) l ¥2/+2/'0ー 砂-2j hl 0 . 21 + 2f'o十郎一2jhlo/J
f. D ( e-4rjCf-fγ e-4trj(f-.f'oJt ¥l 
F2(! 0， h， 1) A r ，rI' '"r ， rl'> {2Re( 4/0' f(1 + 1'0) L¥2f-2f九-kT-2ihfo'2f-2f'o+kTー 2ihfo/J
-・(54)
?
、? ? ? ? ? ?
従って上式中の S'(f)に(37)式のスベクトル密度の表現を用いる場合にも，擬定常入力の場合に比して比較的
簡単な表現となる。しかしながら!1)式と(2)式の対比においても明らかな如く，物理的には局所定常入力の表現は
次式のように擬定常入力の場合の一種の近似表現であると考えられ，この意味で t=Oの近傍で誤差を含むこと
になるo
I(-r， か α(t-f)や十f)二附 ??????• • • • • • • • ?
このことは例えば国式において側式と同様の whitespectrumを持つステップ関数の包絡線関数の場合を
考えれば次の表現となることからも明らかであるo
E[y2(t)J = 50J二d!IG(/)12{1ー e-4r.hfot(B1cos4rr(1+ 1仙 B2si附 (1+ I'o)t 
+ Bacos4rr (1 -1加 B4si附 (/-1ψ)
ι一一(102+12ー 2/10') ι_ hlo 102+ 12-2/1'02 
1- 411'0 '~2-(1汗1) 411'0 
B.q一(102+/2+2/10'2. BA=~，_lJjo _ {102+ 12十2/1'02
4110' ' ~4 一 (10に了S 4110' 
-・・・・(57)
-・・・・・・・・(日)
ここで tが大である時間領域， すなわち定常状態に近い場合を考えれば(52)式と等しくなるが， (閉式の表現に
おいては 1=0の点で、 5(0)=0以外の場合は積分の評価は一般には有界とならなし、。これは56)式における近似
が t=Oの近傍で物理的に実現不可能な近似を含むためであると考えられる。よって例えば I(めを t註Oのス
テップ関数とせず無限時間領域で考えれば定常入力の問題となり， white spectrumの場合に対して次式とな
るo
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E[y2(川=(-A-Y一塁L _?-{(hlo~色三 ~P)+~hlo~f~g_十段))竺喧竺~P~
¥2iT / 1'0 (4h2/02ー 2kt1 0'-k2p2)2十(4h!0(f'0+mρ))2
+2(h2fo2 -k2p2)sin2 T kPt} 
6. 数値解析結果および考察
ここでは前節までの検討に基づいて l質点系構造物
の実測地震波記録による非定常自乗平均値応答の数値
解析結果を示す。擬定常確率過程による取扱いに関し
ては櫛)式の評価式による計算結果の一例を示すが，局
所定常確率過程に対しては既に述べた如く t==Oの時
間近傍で出力評価に誤差を含むため擬定常確率過程と
対比してこれに数値的検討を加える。
i) 擬定常確率過程
解析対象とした地震波入力および構造物系パラメー
ターは次の通りであるoTOKACHI-OKI加速度記録
(1968， NS成分，継続時間 120秒〉および EL
CENTRO加速度記録(1940，NS成分，継続時間29
秒)01質点系固有振動数 ;10=0.5， 1.0， 2.5 Hz，減
衰比 ;h= 1， 5， 10%のそれぞれ三種類であるO 数
値角勃庁結果を Fig.5および Fig.6に示す。図の縦軸
はL、ずれも実測地震波記録の最大加速度を 1として
正規化した波形関数に対する変位自乗平均値応答を
(1' TOKACHI OKI (NS) 
10 
??
??
?
?• • • • • • • • ?
white spectrumの場合の定常自乗平均値応答 1/ 
(4hω03) の比としてあらわしたものであるo 図におい
て減衰比の相違による影響は入力エネルギー包絡線と
応答の定常性への移行との相関によるもので， 5%お
よび10%の場合についてはエネルギー包絡線とほぼ相
似な形を示し， 1 %の場合は，特に ELCENTRO 
の結果は可成り異った傾向を示している O 系の固有振
動数の違いについては地震波入力のスベクトル特性の
非定常性との関連をあらわすものであれ入力の振巾
の大きな主要動の部分で多少異った傾向を示してい
るo
次いで Fig.7に1質点系の地震応答解析による変
位応答波形に対して，一定の時間区間の時間平均によ
り求めた変位自乗平均値応答をELCENTROの場合
について示す。すなわち地震応答波形に対し時刻tに
おける自乗平均値を，その時刻を中心とした一定時間
巾における時間平均として求め，連続的に時間軸に沿
ってずらせることにより評価したもので，平均した時
-~・一一- h=O.1 
ーー一一 h=0.05 
』一一一-h=O.OI 
ら吋.0
5 
。 20 40 
σ& 
ToKACHI OKI (NS) 
10 
60 80 100 120sec 
-ー---f.・2.5
-一一一 f.叶.0
-一ー一-f.♂0.5 
h-O.05 
5 
o 20 40 60 80 100 120sec 
Fig. 5 Transient variance of the structural response 
of one mass system， 
TOKACHI-OKI accelerogram， NS component 
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F 
10 
s 
6‘ 
10 
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Fig. 6 
F 
1.0 
.，(J 
0.5 
EL CENTRO (NS) 
EL CENTRO (NS) 
圏一ー----h.O.1 
一ー一一一-h障 0.05
一一一一 h=O.OI
25 
同ー・ーーー -ーfo.2.5 
--f.=I.O 
-'-'ー 『ー九=0.5
h-0.05 
Transient variance of the structural response 
of one mass system， EL CENTRO accelerogram， 
NS component 
EL CENTRO (NS) 
15 
-ー--・一- t.f冒3
一一一一-1.t・6
--一ー・.1.t・9
" -0.05 
fo・1.0
畠品=畠畠畠
20 25 30sec: 
Fig. 7 Mean-square response of one mass system 
by the method of finite time average， EL 
CENTRO accelerogram， NS component 
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τ;:，. 
O.5 .-r EL CENl・RO(NS) 
扉 10.
o 5 30s・s
Fig. 8 Comparison between the transient 
variance by quasi-stationary process 
and mean-square response by finite 
time average 
間巾は図中に示された三種類である (/ot=3では時 ここではまず擬定常確率過程と局所定常確率過程と
間巾は3秒〉。この結果と制式による結果とを固有振 の出力評価に対する差異を共分散関数の基本的な定義
動数10=1.0Hz，減衰比h=5%の場合について比較 において検討する。すなわち(3)式で時刻 t1およびら
したものがFig.8である O 図より両者は0----10秒の区 に関する出力共分散は物理的意味より tく0で x(t)
間では良い一致を示すが10秒以後の区間では時間平均 =0として，性)式による変数変換でその積分領域は
の方が小さくなる O これはこの区間において1.0Hzの Fig.9の(a)より(b)に変換される口これ等の変数変換に
振動数成分が平均的に少ないことを示すものであるO 対する積分域のみの表示を累次積分であらわせば次式
i)局所定常確率過程 となるD
Ry(九thf;1d2dC2
七一一 九+-:::- ，.1十=f;2dTf2dt+fLrf-2dt-fL-tfTfJ斗dt -・・・・師団
さらにt1=t2 =t'として自乗平均値の評価を行う場合には次式となり図の(c)の領域をとることになる O
Ry(-r， か f;fdTf:-Edt+f;fdTf:÷dt ????• • • • • • • • ?
従って上記の積分により擬定常入力に対する評価を行う場合には当然 -r=0，t'=Oで R官(-r， t)=Oとなる。
τ 
3" . τ τ 
九
(a) ( b) ( c) 
Fig. 9 Integral area of the cases of quasi-
stationary process and locally stationary 
process 
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局所定常入力の場合においては単位衝撃関数の物理的実現性および tく0で I'(t)=0の二つの条件より定ま
る積分領域は図の(d)に示された全領域となるO
l'∞ l' t' +-.; 1'0 1'0 
Rv(r. tつ= J 0 dr J 0 孟dt+J -00 dパt-2dt …H ・H ・脱)
(62)式の領域より求める自乗平均値は一般には7:'=0.
t'=Oで零とならず，図の何)の cross-hatchされた
部分が近似誤差となるo従って図より局所定常入力の
定常部の共分散関数 R'(r)の corr'eIationtime 
が小さくなる程，誤差は少なくなることが指摘でき
るo
これに対する定量的な検討を行うため 1質点系が
1=0の点を除いてフラットなスベクトル特性を持つ
入力外乱を t=Oで印加された場合の自乗平均値応答
の数値解析を行った。入力過程を擬定常であるとする
場合は制式において N=Oとした式，局所定常の場合
には(閉式により構造物系の固有振動数 10=1.0Hz 
減衰比 h= 1 %. 5 %. 10%として数値計算を行えば
Fig.lOの結果となる。縦軸は whitenoiseを受け
た場合の自乗平均値との比であらわされている。また
Fig.llには両者の被積分関数の差異を図で示したo
Fig.10 より減衰比の大きな場合に関しても t=O近
傍ではかなり大きな差があれ局所定常確率過程によ
り自乗平均値応答を評価する場合にはその鮒庁的な表
現は簡単となるが地震波入力の如き非定常性の強い入
(5" 
1.0 
fo・1.0
ーー quasi-
ーーーーーーー locallY 
力過程に対しては厳密な誤差の検討が
必要となる。
0.5 
的 t
8 10 12 141t. 
Fig. 10 Transient variance of one mass system by 
quasi-stationary process and locally station-
ary process 
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。 1.0 
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-------focally 
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05 
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Vt. 
Fig. 11 Integrands of the cases of quasi-stationary 
process and locally stationary process 
7. むすび
地震波入力に対し擬定常および局所
定常確率過程を適用し，変数係数およ
び定数係数を持つ質点系構造物の非定
常入出力共分散およびスベクトル密度
の関係式の解析的表現を求めた上で，
実測地震波記録を対象としそのエネル
ギー包絡線をフーリェ級数近似で，ス
ベクトル特性を有理関数の和の形で、表
現し，それに対する非定常自乗平均値
応答の一般的な評価式を導き，さらに
数値解析により検討を加えた。出力過
程として自乗平均値応答を直接の対象
としたのは，耐震設計に関する基礎資
料と考えられる例えば変位振巾レベル
超過回数，極値振巾密度分布あるいは
低サイクル疲労を含めた reliabi1ity
function等の評価に対する最も基本
的な確率統計量と考えられる故であ
るo
またここで構造物系を変数係数系と
して取扱ったことの他の一つの意図
は，構造物破壊を論ずる場合の非弾性
挙動による特性遷移の評価に対する可
能性を含ましめることにあるが，問題
をさらに具体的に検討し得るために
は，より一般的に履歴特性を有する構
造物系の非線形領域における解析手法
の検討が必要であると考えられるo
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